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1 Introduct ion 
La repr6sentation de Burau [Bu36] est la premiere repr6sentation non triviale 
connue du groupe de tresses, et 6galement laplus 6tudi6e. Elle donne lieu au pre- 
mier des invariants polynomiaux des noeuds, le polyn6me d'Alexander. Elle fut 
6galement lapremiere ~&re munie d'une structure unitaire [Sq84], et la premiere 
pour laquelle ont 6t6 d6montr6s des r6sultats de (non-)fid61it6. Elle intervient 
d'autre part dans de nombreuses constructions de repr6sentations du groupe de 
tresses, comme la construction d'induction de Long [Lo94]. 
Nous pr6sentons ici une caract6fisation de cette repr6sentation parmi les re- 
pr6sentations irr6ductibles du groupe de tresses. On savait d@t caract6riser cette 
repr6sentation ~ partir de sa dimension, puisque c'est la << plus petite >> des re- 
pr6sentations on triviales du groupe de tresses [Fo96]. L'originalit6 des r6sulats 
pr6sent6s iciest, d'abord qu'ils ne font pas intervenir cette dimension, ensuite 
qu'ils prennent appui sur une th6orie connexe, celle des syst6mes locaux rigides. 
Le point de vue pr6sent6 s'appuie n effet sur l'existence d'un sous-groupe 
(sous-normal) du groupe de tresses qui est isomorphe ~un groupe libre. On peut 
caract6riser les repr6sentations du groupe de tresses issues de l'alg~bre de Hecke 
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de type A ~t partir du spectre d'un des gEnErateurs d'Artin, et nous montrons que 
les representations irrEductibles de l'alg~bre de Hecke sont dEj~t irrEductibles pour 
l'action de ce sous-groupe libre. Un invariant important pour ces representations 
irrEductibles d'un groupe libre, apparu rEcemment, est alors l'index de rigiditE de 
Katz. I1 permet notamment de d&erminer certaines representations remarquables 
du groupe libre, dites rigides (physiquement rigides, linEairement rigides selon 
les auteurs). Nous montrons ainsi que les seules representations irrEductibles de 
l'alg~bre de Hecke qui sont rigides pour l'action de ce sous-groupe sont les reprE- 
sentations de Burau, et on obtient ainsi une premibre caractErisation 
Th~or~me 1. Soit n >_ 3. Pour des valeurs gdndriques de q E C, les seules reprd- 
sentations de H~(q) qui sont irrdductibles et rigides sous l' action du groupe libre 
sont, soit de dimension 1, soit des reprdsentations deBurau. 
Ici, les representations deBurau sont toujours supposEes rEduites. De plus, on 
appelle Egalement representation deBurau le relevE de la representation deBurau 
(rEduite) de/33 par l'homomorphisme special B4 -* B3. 
On remarque plus loin que les representations dedimension 1 ont Egalement 
une caractEfisation trbs simple en terme de figiditE. On peut Egalement les ca- 
ractEriser ~t partir du spectre des gEnErateurs d'Artin. Cette caractErisation est donc 
bien essentiellement i dEpendante d  la dimension. 
Les representations deBurau, comme plus gEnEralement les representations 
de l'alg~bre de Hecke, peuvent s'obtenir comme monodromie d'un syst~me de 
Knizhnik-Zamolodchikov (KZ) sym&rique (voir plus loin). Nous appelons << sys- 
t~me de Burau >> le syst~me KZ classiquement associ6 ~ la representation de 
Burau. En s'appuyant sur un rEsultat prEcEdent, on dEmontre une deuxi~me ca- 
ractErisation 
Th~or~me 2. Les seuls systOmes KZ sym~triques qui sont rigides et irrdductibles 
pour l' action du groupe symdtrique sont, outre les syst~mes de dimension 1, les 
systbmes de Burau. 
Notations. De faqon gEnErale, si P dEsigne une (in)Egalit6, on dEfinit (P) = 1 
si Pes t  vraie, (P) = 0 si Pes t  faux. Un diagramme de Young est une suite 
dEcroissante (A~)i>_l d'entiers naturels dont presque tousles termes ont nuls. On 
dEfinit 
IAI = E %lAi 
5(A) ~ A 
h(A) = sup{r [A~#0} 
Le nombre IA[ est appel6 la taille de A, 5(A) son nombre de dEcrochements, h(A) 
sa longueur. On dit que A est une partition de [A]. On note A' la partition duale de 
A, dEfiNe par A~ = #{ j  [ A s > i}. On notera encore dim(A) la dimension de la 
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repr6sentation du groupe sym&rique associ6e h A, A+(A) (resp. A_(A)) la multi- 
plicit6 de 1 (resp. -1)  dans le spectre, sur cette repr6sentation, d'une transposition 
quelconque. On a A+(A) + A_(A) = dim(A). 
2 G6n6ralit6s 
2.1 Alg~bres de Hecke et groupe de tresses 
On rappelle que le groupe d'Artin Bn peut &re d6fini, pour tout n _> 2, par 
g6n6rateurs a~, . . . ,  a,~_z et relations 
aerj = aja~ li - J l  ~ 2 
O'i(Ti+1{7 i = 6Tiq- l(Ticr i+ 1 1 < i < n - 2 
Uhomomorphisme << sp6cial >> B4 -* Ba est d6fini par o-1 ~ al, a2 ~ as, 
a3 ~ al. Le groupe d'Artin admet comme sous-groupe distingud le groupe des 
tresses pures Pn, noyau du morphisme Bn ~ ®,~ ddfini par ~ ~ (i i+1) ,  oh 
®n d6signe le groupe symdtdque surn lettres et (i j) la transposition de i et j. Un 
systbme de gdndrateurs de Pn est fourni, pour 1 _< i < j _< n, par 
"~i~ = aia~+l aj-2a~_1%~2 -1 -1 
. . . . . .  O- iq_ l  O- i . 
L'algbbre de Hecke Hn(q) de type A est un quotient remarquable de CBn. Si 
l'on fixe un nombre complexe non nul q, c'est l'alg~bre quotient de CBn par les 
relations 
_ q)(o  + q - l )  = 0 
pour 1 < i < n - 1. Pour q = 1, on retrouve le quotient CBn ~ C®n. Si q 
n'est pas une racine de l'unit6, il est classique que Hn(q) ~- C~n. De plus, si n 
est fix6, H~(q) ~ C®n pour des valeurs g6n6riques de q, c'est-h-dire pour q dans 
un certain ouvert de Zariski non vide de C. On a en particulier une correspon- 
dance entre repr6sentations irr6ductibles de ®,~ et repr6sentations irr6ductibles de 
Ha(q). On peut expliciter cette correspondance d faqon trbs namrelle n termes 
de repr6sentations demonodromie (systbmes KZ). 
2.2 Monodromie 
2.2.1 systbmes Fuchsiens 
Un systbme Fuchsien (sur CP  1) est la donn6e d'une 1-forme m6romorphe sur 
CP  1 ~ valeurs dans l'algbbre de Lie g[(V) des endomorphismes d'un C-espace 
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vectoriel de dimension finie V, qui s'6crit sous la forme 
--~ ai ) dz 
= z 2 
i=1 
05 ai E 9[(V), al +.. .  + an = 0, et a l , . . . ,  an ¢ C]P 1 sont deux ~ deux distincts. 
Pour simplifier, on suppose que aJ(z) n'admet pas de p61e h l'infini, i.e. ai 7 ~ oc, et 
on fixe une fois pour toutes la famille des a~. Un systSme Fuchsien s'identifie donc 
un n-uplet a = (a l , . . . ,  an) d'616ments de 9[(V) qui %rifle al + . . .  + an = 0. 
Remarquons que les systSmes Fuchsiens forment, dans 9[(V) n, un sous-espace 
vectofiel. En particulier, on notera, pour h E C, h_a = (hat,.. . ,  hart). 
tout syst~me Fuchsien est associ~ par monodromie, apr~s choix d'un point 
base, une reprdsentation dugroupe fondamental de la sphSre pfivde de n points, 
c'est-~-dire du groupe libre surn - 1 gdn6rateurs. Plus pr6cis6ment, on choisit un 
point base quelconque, t des laeets c~, ..., cn tels que c~ soit homotope au lacet 
trivial dans CIP 1 \ {a~ I J ~ i}, d'indice 1 par rapport fi a~, et tels qu'une 
prdsentation du groupe fondamental considdr6 se r6sume hla relation 
C1C2. . .  Cn- lC  n "~- 1. 
La monodromie d'un tel syStSme st alors form6e d'un n-uplet (A1,. •., An) E 
GL(V) v6rifiant A1.. .  An = 1. Ici, Ai ddsigne la monodromie de w(z) le long du 
lacet ci. I1 est classique, depuis Fuchs, que Ai est conjugu6 h exp(2iTrai) dos que 
a~ est semi-simple et clue, pour tous A, p E Sp(ai), ,k - # ¢~ Z \ {0}. 
2.2.2 syst~mes KZ 
On note 
C, ~={(z l , . . . , zn )  EC*  I z iCz i¢* i7  ~j} 
l'espace des n-uplets de complexes deux/t deux distincts. Cet espace st muni 
d'une action naturelle de Gn par permutation des composantes, Pn = rrl(©,~), 
Bn = ~rl (C,~/@n). Un syst~me KZ est la donnde de n(n-  1)/2 endomorphismes 
t~j de I~[(V), off 1 < i, j <_ n, t~j = t~ et t~g = 0, tels que la 1-forme, 6galement 
appel6e syst~me KZ, 
= t dz i  - dz j  a~(z) ~ ~j 
Z i - -  Zj  
l< i< j<n 
soit int6grable. La condition d'intdgrabilit6 est celle des tresses infinit6simales 
pures 
[tij, tkz] = 0 •{i, j, k, l} ----- 4 
[t~, t~k + t~j] = 0 
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Les syst~mes KZ, contrairement aux syst~mes Fuchsiens, ne forment pas un es- 
pace vectoriel, mais au moins un c6ne, car les relations de d6finitions ont ho- 
mogbnes. Une fois fixd un point base, on peut choisir des lacets -),~,3 dans C7 qui 
satisfont aux relations des tresses pures, et tels que 
1 [ dz~-dZ J_ l .  
2i7r J./i~ zi - zj 
On a une fibration ©.~ --, C, ~-I par omission de la demibre composante. Chacune 
des fibres est alors isomorphe ~ C privd de n - 1 points, donc h CP  ~ privd de 
n--1 n points. Le point base choisi sur C~, projetd sur C, , correspond h une fibre 
particulibre, et 7t tout systbme KZ est ainsi associd un systbme Fuchsien, plus 
prdcisdment le systbme 
(tl,n, t2,n,..., tn-l,n, --(tln + t2,, + ... tn-l,n)) • 
On peut enfin choisir les lacets 7i,,~, pour 1 <_ i < n, de telle fa~on qu'ils 
soient entibrement contenus darts cette fibre particuli~re. C'est ce que nous ferons 
ddsormais. 
Si maintenant on suppose que V est muni d'une action lin6aire du groupe 
symdtrique ®n, on peut d6duire d'un systbme KZ une repr6sentation deBn. = 
7rl (C."/®n) ~i la condition que w(z) soit ®n-6quivariante pour l'action diagonale 
de ®n sur C~ x V, ce qui se traduit par la condition 
st~js -~ = t~(~),s(j) s E ®n 
off l'on identifie une permutation de @nti son image dans End(V). On dira qu'un 
tel systbme KZ est symdtrique. 
2.3 Rigidit~ 
Les syst~mes Fuchsiens jouent un grand r61e dans l'dtude du problbme de Deligne- 
Simpson en gdn6ral, et des systbmes rigides locaux en particulier. Dans ce type 
de problbme, on dtudie les n-uplets A = (A1,. . . ,An) E GL(V) ~ tels que 
A1A2.. .  An = 1, que l'on appelle des systbmes locaux. Dans de nombreux cas 
(problbme de Riemann-Hilbert), un tel systbme st la monodromie d'un systb- 
me Fuchsien. Bolibruch et Kostov ont rdcemment d6montrd que tel 6tait le cas 
pour des systbmes irrdductibles, c'est-~t-dire quand V n'admet pas de sous-espace 
stable propre pour l'action de A1,. . . ,  An. 
Rappelons d'autre part qu'un systbme local irrdductible st dit rigide s'il est 
d6termin6 ~conjugaison simultande prbs par les classes de conjugaison de cha- 
cun des A~. Si dim V = 1, il est clair que tout systbme local est rigide. Nicholas 
268 I. Mat in 
Katz [Ka96] a montr6 que tout systbme local s'obtenait de manibre algorithmique 
~t partir d'un systbme de dimension 1par une suite d'opdrations d16mentaires, la 
plus importante &ant un foncteur de convolution. L'application de ce foncteur de 
convolution sur des systbmes de dimension 1 fait appara~tre la reprdsentation de
Burau du groupe de tresses. D'autre part, N. Katz a caract6dsd les systbmes ri- 
gides ~t l'aide d'un invariant numdrique d'origine gdomdtrique qu'il appelle index 
de rigiditd. Si l'on note codimZ(A) la codimension du centralisateur de A, in- 
diff6remment darts GL(V)  o~ End(V)  (cf. [Ka96] p. 16, preuve du th. 1.1.2), 
l'index de rigidit6 d'un n-uplet de matrices (non ndcessairement irrdductible) est 
d6fini par 
?2 
rig(A) = 2 dim(V) 2 - E codimZ(Ai). 
i=1  
Katz montre que, si A est irr6ductible, alors rig(A) < 2. Darts ce cas, A est rigide 
si et seulement si rig(A) = 2. 
Comme chacun de ces systbmes locaux (<< multiplicatifs >>) irrdductibles pro- 
vient d'un systbme Fuchsien (<< additif >>), il est naturel d'essayer de ddfinir ces 
notions au niveau du syst~me Fuchsien lui-m~me. Dettweiler et Reiter ont dtabli 
dans [DR00] une version << additive >> de l'algorithme de Katz. On peut en effet 
ddfinir de la m~me faqon, pour un systbme Fuchsien, les notions d'irrdductibilitd, 
de rigiditd, et l'index de rigiditd par la m~me formule. Si a est irrdductible, on a 
encore rig(a) < 2, avec 6galitd si et seulement si _a est rigide. Les relations entre 
un systbme Fuchsien a = (al,. •., an) et sa monodromie A = (A1, . . . ,  A,~) sont 
condensds dans la proposition suivante, off l'on a notd, pour h E C, A h la mo- 
nodromie de ha. Nous ne prenons pas ici en compte le point base, qui ne falt pas 
varier la classe d'isomorphisme d s n-uplets correspondants. 
Proposition 1. On ales propri~t~s suivantes • 
(1) A irr£ductible ~ a_ irrdductible. 
(2) Si a__ est irrdductible, alors, pour h en dehors d'un ensemble localement 
fini, A__ h est irr#ductible. 
(3) Si les ai sont semi-simples, pour hen  dehors d'un ensemble localement 
fini, rig(a) = rig(A_h). 
Preuve - -  (1) ddcoule de l'expression de A comme intdgrale itdrde de Chen, 
i.e. comme sdrie convergente en les a~. (2) est par exemple un cas particulier 
de [Ma02], prop. 1. • au premier ordre en h, on a A) = 1 + ha~ + o(h), donc 
a~ = h - l (A )  - 1) + o(1). Si _a est irr6ductible, une base de End(V) est formde 
de polyn6mes non commutatifs Pl (a) , . . . ,  Pv~ (.a a) en les a~, avec v = dim V. On 
en ddduit que, dans l'espace vectoriel End(V), det(pl(a), . . .  ,pv2(a)) ~ 0. Si 
1' on note B h le n-uplet des A) - 1, det (Pl (Bn), • • •, pv2 (B h)) est alors une fonc- 
tion mdromorphe non nulle de h. En dehors d'un sous-ensemble localement fini 
Caractdrisations de la reprdsentation de Burau 269 
de C, e11e st donc dEfinie et non nulle, p l (Bh) , . . .  ,p~2(B h) forme une base de 
End(V), et A nest irr6ductible. Enfin, si chaque ai est semi-simple, pour hen  de- 
hors d'un sous-ensemble localement fini de C, les valeurs propres de al, . . . ,  a,~ 
ne different pas entre elles par des entiers. I1 s'ensuit d'apr~s la thEorie de Fuchs 
que, pour de tels h, chaque A~ est conjuguE ~t exp(2iTrhai). (3) dEcoule alors de 
Z(exp(2iTrx)) = exp(Z(x)) pour x une matrice diagonale dont les valeurs propres 
ne different pas entre elles par des entiers, cqfd. 
2.4 Algdbre de Hecke infinitdsimale 
Nous avons introduit dans [Ma01b] une version << infinit6simale >> de l'alg~bre 
de Hecke g6n6rique de type A. Nous consid6rons ici sa version << pure >>, c'est-fi- 
dire la sous-alg~bre de Lie 7-/n de C®n engendr6e par les transpositions. Si l'on 
note "T~ l'alg~bre de Lie des tresses infinit6simales pures, c'est-?t-dire l'alg6bre 
de Lie d6finie par des g6n6rateurs abstraits tij et les relations de 2.2.2, on a un 
mo~hisme surjectif T~ ~ ~n dEfini par ti~ ~ (i j). 
A toute partition A de n, on associe classiquement une representation irrE- 
ductible de l'algbbre de Hecke gEnErique H~(q), que l'on considbre comme re- 
presentation du groupe des tresses ~t n brins Bn. En particulier, ~t [n - 1, 1] ou ~t 
son dual correspond la representation deBurau, h In] ou [1 '~] correspondent les 
representations 1-dimensionelles de B~. Si l'on spEcialise n q = 1, ori obtient 
la representation dugroupe symEtrique classiquement associEe h A. On en dEduit 
une action du groupe de tresses pures Pn, muni de ses gEnErateurs habituels 7~j 
pour 1 < i < j < n, donc une representation du groupe libre ~t n gEnErateurs 
engendrE par 71,n,..., 7n-l,n. En particulier, on obtient un n-uplet 
-1 -1 
T~ = (71,n, • • •, 7n-l,n, 7~--i,n"'" 7i,,~) 
dont on veut d6terminer tes propri6t6s. Un tel n-uplet provient par monodromie 
d'un systbme Fuchsien, dont les coefficients correspondent ?t l'action des tresses 
infinit6simales ti,,~ sur la repr6sentation dugroupe sym6trique associ6 h A, oia t~,n 
agit comme la transposition (i n). Les propri6t6s 6ventuelles d'irr6ductibilit6 et 
de rigidit6 de T;~ sont reliEes ~t celles des 616ments semi-simples 
t~=(( ln) , . . . , (n - ln ) , -hn)  
ofa hn d6signe le ?z e 616ment de Jucys-Murphy 
(1 n) + (2 n) + . . .  + (n -  1 n), 
et ofa l'on a identifi6 les 616ments de C®,~ ~ leur action sur la repr6sentation as- 
soci6e ~t A. 
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En particulier, si l'on note, pour tout n-uplet (A1, ..., A,~) de MN(C), Z(Ai) 
le centralisateur de Ai clans GLN(C) (ou MN(C)), et 
n 
r ig((A1,. . .  ,An)) = 2N 2 - E codim(Z(Ai)) 
i=1  
l'index de rigidit6 du n-uplet consid6r6, on a 
rig(T~) = rig(t~). 
pour des valeurs g6n6riques de q E C. On appellera ce nombre l'index de rigidit6 
de A, et on le notera ri9(A). A sera dit rigide si les n-uplets associ6s le sont, 
c'est-~t-dire si rig(A) = 2, et librement irr6ductible si les n-uplets associ6s ont 
irr6ductibles. On montre alors 
Proposition 2. Soit n >__ 3, et A }- n. Pour des valeurs gdndriques de q, A est 
librement irrdductible. 
Preuve - -  I1 suffit de v6rifier que la repr6sentation dugroupe sym6trique associ6e 
est irr6ductible pour l'action des 616ments de la famille t~,. Cela d6coule alors du 
fait que le groupe symftrique st engendr6 par les transpositions de la forme (i n), 
pour i E [1, n -  1]. cqfd. 
La section suivante st consacr6e h la d6monstration duth6orSme 
Th~r~me 1'. Soit n >__ 3, et A ~- n. A est rigide pour des valeurs g~ndriques de q 
si et seulement si
A E {[nl, [n - 1, 1], [2, 1'~-2], [1hi, [2, 2]} 
dont d6coule imm6diatement le h6orSme 1de l'introduction. 
On remarque tout d'abord que les repr6sentations i diqu6es ont bien rigides. 
Pour les repr6sentations de dimension 1, c'est 6vident. Pour la repr6sentation stan- 
dard In - 1, 1] (ou sa duale), qui correspond h la repr6semation deBurau (r6duite) 
du groupe de tresses Bn, et pour A = [2, 2], qui est le relev6 de [2, 1] par l'homo- 
morphisme sp6cial B4 --+ Ba, cela d6coule d'un calcul imm6diat, par exemple 
partir des formules de la section suivante. 
3 Rigidit~ de l'alg~bre de Hecke 
3.1 Calcul de rig(A) 
On a toujours rig(A) < 2. On veut donc montrer que rig(A) < 2 si A n'est 
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pas dans la liste du thEorbme 1'. On calcule cet index sur t~, plutEt que sur T~,. 
La codimension du centralisateur d'une transposition ne depend pas du choix de 
celle-ci, puisqu'elles sont toutes conjugudes. On a en fait, sur A, 
codim(Z((i j))) = dim(A) 2 - A+(A) 2 - A_(A) 2 = 2A+(A)A_(A). 
Pour A partition de n, et p partition de n - 1, on note p /z A si, pour tout i, 
p~ <_ ui. D'aprbs les propfi&ds bien connues des ElEments de Jucys-Murphy et la 
rbgle de Young, on a 
codim(Z(hn)) = dim(A) 2 - E dim(p)2 
En effet, la rbgle de Young dit que la restriction ~ ®n-1 est sans multiplicitEs, et 
admet pour eomposantes irrEductibles les p tels que p /z  A. La formule dEcoule 
alors du fait que h,~ agit par des scalaires distincts ur chacune de ces composantes. 
Ainsi, 
rig(A) = dim(A) 2 [1 - (n -  1)2A+(A)A_(A) 
dim(A) 2 + E \d im(a) ]  ]"  #/';~ 
Le calcul de cette fonction de A n'est aisE que dans des cas trbs simples, par 
exemple pour la representation deBurau, ou pour les diagrammes cartes de c6tE 
n. Dans ce dernier cas par exemple on obtient 
rig([nn])=dim(A)2[  (n2 - 1)] " 2
Dans le cas gEnEral, il semble difficile de simplifier cette expression de l'index 
de rigiditE rig(A) de A, bien qu'il soit tr& facile de calculer ig(A) pour un alia- 
gramme donnE. Nous nous contentons ici de determiner les diagrammes qui sont 
rigides, c'est-h-dire ceux dont l'index de rigiditd est 2. Pour ce faire, nous allons 
majorer ig(A). 
Pour tout p /z  A, dim(p) _< dim(A). Si l'on pose 
F(A) = 1 + 5(A) -  (n -  1) 2A+(AjA-(A)) 
dim(A)2 ' 
on a rig(A)~ dim(A) 2 < F(A), et il suffit de montrer que F(A) < 0 pour en 
ddduire que A n'est pas rigide. 
On rappelle la notation de Frobenius des diagrammes de Young. On peut coder 
un diagramme de Young par un triplet (a, b, r) o5 res t  un entier naturel, a = 
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(ai , . . . ,  a~), b = (bl,. . . ,  b~), sont des suites strictement d6croissantes d'entiers 
naturels. A est alors enti6rement ddtermin6 par le fait que 
{ Ai = i+a i  pour i<r  
A~ = i+b i  pour i<r  
La valeur du caract~re associd tt A sur une transposition, c'est-h-dire A+(A) - 
A_(A), est alors donn6e, suivant une formule due h Frobenius (cf. [FH91] p. 52), 
par 
A+(A) - A_(A) - dim(A) y~fi=l(bi(b i _}_ 1) - (ai(ai + 1) )  ~(~-i) - 
__ dim(A) E r 1 52 -'}- bi - a~ - a, 
- ~(~- i )  
dim(A) ,r b 
- ,,(n-l)~-~-i=1( i - a , ) (b i+a i+ i) 
b Comme A+(A) + A_(A) = dim(A), on en d6duit, en posant S = ~"~i=i(  - 
ai)(bi + ai + 1), 
A±(A)=dim(A)2 ( 14- - ln (n-1)  S)  
d'ofi 
2A+(A)A_(A) - dim(A)2 (1 1 ) 
2 n2(n -  1) 282 @ 
On introduit enfin, pour tout 1 < i < r, 
mi =Im-  b~l = I.X~- A'J, 




d'ofi, si l'on pose 
2 c(A) : 1 + 6(A) n -  1 moo 
- -g -  + 2(n -  1----5' 
on a toujours F(A) <_ G(A). On va maimenant majorer G(A). 
Remarque. On peut 6galement s'int6resser au n(n - 1)/2-uplet formd de toutes 
les transpositions. Au niveau de l'action du groupe de tresses, il correspond au 
groupe ngendr6 par les g6ndrateurs a~ de Birman-Ko-Lee. C'est un n(n - 1)/2- 
uplet convenable, puisqu'il est irr6ductible et que la somme de tous ses termes est 
un scalaire sur toutes les reprdsentations irrdductibles du groupe sym&rique (c'est 
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un 616ment central de C®,0. Si l'on note, dans cette remarque, R(,~) son index de 
rigidit6, on obtient de la m~me fa~on que pr6c6demment 
R(A) (n (n -1 )  b -a ) V(A) 
2dim(A) ~= 1 4 +4n(n -1)  ~<4(n-1)  
avec V(A) = 4n - 4 - n(n - 1) 2 + m~n.  Or, dim(A) > 1 ¢v m~ < n - 2, ce 
qui implique V(~) < -2n  9 + 7n - 4 < 0 dSs que n > 3. On en d6duit que les 
seuls A rigides en ce sens sont les repr6sentations unidimensionelles de ®,~. 
3.2 Triangles effilds 
On remarque que G(A) ne d6pend que de ~(A), I~1 = n, et moo. On va mon- 
trer que G(.~) _< G(A0), avec ,~0 un diagramme d'une forme d6termin6e de fa~on 
unique par 5(A), n et Ao. On montre d'abord les propri6t6s suivantes, valables pour 
tout diagramme de Young A. On fixe A, et on note d = 5(,~). 
Lemme 1. Pour tout i >_ 1, on a A~ >_ d - i + Ie t  A~ >__ d - i + 1. De plus, 
n > d(d + 1) 
- -  +m~.  
2 
Preuve - -  On fixe i > 1. Comme 5(A) = 5(A'), la deuxiSme indquation ddcoule 
de la premiSre. Or 
d = g( )~k  ¢ "~k+l) --~ i-- 1 + E(Ak-  )~k+l) :  i-- 1 + li. 
k=l k=i 
I1 nous reste fi ddmontrer la derniSre in6quation. Par ddfinition, il existe k _> i tel 
que moo = ink. Quitte fi consid6rer A' plut6t que A, on peut supposer Ak > AS. I1 
est clair que 
OQ O0 
h(,,~) : E ( /~ i  > 0) _> E(~i  >/~i+1) = (~(/~). 
i=1 i=l  
Ainsi, comme (A~ - (d - k + 1)) - (A~¢ - (d - k + 1)) < A~ - (d - k + 1), 
d n /> )-~,=~( ~-(d - i+ l ) )+E~l (d - i+ l  ) 
a(d+l) 
/> ( )~- (d -k+l ) )+ 2 /> moo+d(d+~) 2 
cqfd. 
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On consid~re alors des diagrammes de Young particuliers, que l 'on appelle des 
<< triangles effil6s >>. A tout couple (d, m) on associe le diagramme # = M(d, m) 
d6fini par #1 = d + re, #~ = d - i + 1 pour 2 < i < d, #~ = 0 pour i > d. On a 
d'6vidence 
(i(M(d,m)) = d 
m~(M(d ,m))  = m 
M(4, 3 )= [7, 3, 2, 1] = 
On a alors 
Proposition 3. Pour tout diagramme de Young 3~, si l'on note d = 5()~), m = 
m~(A),-on a
a(A) < G(M(d,m)).  
Preuve - -  G() 0 est une fonction croissante n (i(A), croissante n m~:(A), et 
d6croissante en I,Xl. Pour montrer la proposition, il suffit donc de montrer I),1 < 
IM(d, m) l. Mais IM(d, m) l = m + d(d + 1)/2" la conclusion d6coule du lemme 
1. cqfd. 
On calcule maintenant G(M(d, m)), fonction de d et m que nous notons par 
commodit6 g(d, rn). On a 
avec 
g(x, y) = R(x)y + P(x)/4 
Q(x,y) 
R(x) = 4+x-x  2 
P(x) = 2x 3 + 11x 2 - 12 - 27 4 
Q(x,y) = x~ + x -  2 + 2y. 
On s'int6resse au signe de g pour x, y entiers, avec x >_ 1 et y > 0. On montre 
facilement que, sous ces conditions, 
R(x) < 0 pour x _> 3, 
P(x) < 0 pour x >_ 5, 
Q(x,y) > O pourx>3.  
D'autre part, g(4, y) = (9 - 8y)/2(9 + y) < 0 pour y >_ 2, et g(3, y) =-- (15 - 
2y)/2(y + 5) < 0 pour y > 8. On en d6duit 
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Proposition 4. A n'estpas rigide d~s que ~(A) > 5, ou ~(A) = 4 et m~(A) > 2, 
ou 3(A) = 3 et moo >_ 8. 
3.3 Cas particuliers 
On est donc ramen6 ~ s'im6resser aux cas 3(A) < 4. 
3.3.1 m~ =0 
On r~gle d'abord les cas m~ = 0, ~ l'aide du lemme suivant, ce qui simplifiera la 
distinction des cas en fonction de 3(A) • 
Lemme 2. Si moo = O, A est rigide dos que [A[ k 3 + 23(A). 
Preuve - -  Dans ce cas, A = ,V, et A+(A) = A_(A) = dim(A)/2, d'o~ F(A) = 
1 + 5(A) - (n - 1)/2, et la conclusion (en utilisant F(A) < 0 ~ A ri~de), cqfd. 
Ainsi, pour 3(A) = 4, F(A) < 0 d~s que n k 11. Pour 3(A) = 3, F(A) _< 0 
d& que n _> 9. Pour ~(A) = 2, F(A) _< 0 d~s que n _> 7. 
3.3.2 5(A) e {1;3,4} 
On s'int6resse maintenant ~t 3(A) = 4. I1 ne reste plus qu'~t r6gler le cas m~ = 1. 
Dans ce cas, 
n -1  1 
G(A)=5 - - + - -  <0 
2 2 (n -  1) - 
ssi n > 12, c'est-~-dire que A n'est pas rigide pour 3(A) = 4, ceci d& que n k 12. 
De la m~me fa~on, si 3(A) = 3, pour chacune des valeurs de moo = m E [1, 7], 
on peut r6soudre l'6quation G(A) < 0, soit 8(n - 1) - (n - 1) 2 + m. On en dgduit 
que, pour m E [1, 7], A ne peut ~tre rigide pour n _> 10. 
Pour 3(A) E {3, 4}, on a donc ramen6 le probl~me ~t l'6tude d'un hombre fini 
de cas, pour n < 11. 
On s'int6resse aux cas 3(A) E {1, 2}, et tout d'abord au cas oil 3(A) = 1, 
c'est-~t-dire quand A est un rectangle. On pose donc A = [ab]. On a alors, 
ab-  1 (a - b) 2 
G(A)  = 2 - -  + 
2 2(ab-  1)' 
et G(A) < 0 si et seulement si P(a,  b) = a 2 + b 2 - a2b 2 + 4ab - 5 < 0. Pour 
b > 5, on associe hun tel I = [a b] le diagramme/z d6fini par #i = a - i + 1 si 
i < b,/zi = a - b + 1 pour i > b. On a alors 3(p) = b, mo~(p) = a - b = #oo(A), 
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et I 1. On en ddduit G(),) < G(#),  d'ofl G(),) < 0 dSs que b > 5. Pour 
b E {2, 3, 4}, on obtient qu'alors G(,k) < 0 d~s que a >__ 3. 
3.3.3 6()~) = 2, cas des &tuerres 
On consid~re maintenant des diagrammes A tels que 3(A) = 2. On s'occupe 
d'abord du cas des 6querres, c'esMt-dire des diagrammes de la forme )~ = In - 
p, 1 v] avec p _> 1. On peut de plus supposer n - p > p. On a m~ (A) = n - 2/) - 1. 
On en d6duit, en posant N = n - 1, 
G([n-p, lV]) = 3-N/2+( N-2p)2/2N = (3 - 2p)N + 2p 2 = 3N - 2Up + 2p 2 
N N 
Au num6rateur, on a cette fois un trin6me du second degr6 en p, qui a deux racines 
r6elles d~s que N >_ 7, x_(N) et x+(N). On a alors 
X ± x / 'N~6 
x (N) = 2 
On v6fifie que, pour N > 7, p <_ n/2 < x+(N). D'autre part, x_(N) < 2 d~s 
que N _> 8. On en d6duit que, pour tout N > 8, une ~querre ~ qui n'est pas de la 
forme [n - 1, 1] (ou son dual) v6fifie G(),) _< 0" 
Lemme 3. Toute dquerre ~ de tai[le au moins 9 qui n' est pas de la forme [n- 1, 1] 
(ou son dual) vdrifie G()~) <_ O. 
3.3.4 ~(A) = 2, cas g6n6ral 
On s'occupe maintenant du cas plus g6n6ral des diagrammes v6rifiant (i(A) = 2, 
que l 'on va ramener en partie au cas des 6querres. On choisit un tel A, et on note 
r la longueur de sa diagonale. On remarque, par exemple ~ partir de la d6finition 
de mo~ en termes des param&res de Frobenius, que n >__ m~ + r 2. En particulier, 
s i r  > 3, on peut introduire une 6querre # = In - 2, 1, 1], qui v6rifie = I 1, 
5(#) = 2 = ~(A), et moo(#) = n - 5 > m~c(A) d~s que r > 3. On en d6duit 
G(A) < G(#) < 0 d'apr~s le lemme 3. C'est encore le cas pour r = 2, d~s 
que m~¢(),) < n - 5 = (n - r 2) - 1. I1 reste donc ~t traiter s6par6ment le cas 
m~¢ = n - 4, pour r = 2. Or, si m~¢ = ink, on 6crit ak = ,kk -- r, bk = A~ - r, et 
mk= ak -- bk. Alors ak + bk < n -- r 2, et on doit avoir bk = 0, d'ofi ak = n - 4, 
Ak = n -- 2. Le seul cas h traiter s6par6ment est donc )~ = In - 2, 2], pour lequel 
on v6fifie facilement que, bien que G(~) = 9 /2(n  - 1) > 0, 
-n  2 + 12n - 8 
F(;~) = < 0 
n 
d~s que n > 12. 
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On a donc dEmontrE que, si IAI ~ 12 n'est pas de la forme [n - 1, 1] ou 
[2, ln-2], F(A) < 0. I1 ne reste alors qu'un nombre fini (exactement 33) de cas 
non traitEs ~ tester (par exemple h l'aide d'un ordinateur), ce qui nous permet de 
conclure la demonstration duthEor~me. 
4 KZ.syst~mes ®~-irr&luctibles et rigides 
Pour conclure ce travail, nous faisons une remarque suppl6mentaire. Les systb- 
mes KZ qui donnent lieu h des repr6sentations irrEductibles de l'alg~bre de Hecke 
de type A forment la classe la plus large de syst~mes KZ dont la fibre est irr6duc- 
tible pour l'action du groupe sym&rique, d'apr~s le th6or~me de classification de 
[Ma01 a]. En 6tudiant les exceptions de c thEor~me, nous allons dEmontrer que 
cette propri&E de rigiditE est encore caractEristique d la representation de Burau 
parmi cette classe plus large de syst~mes KZ. 
Th&w~me 2. Les seuls systdmes KZ symdtriques qui sont rigides et irrdductibles 
pour l'action du groupe symdtrique sont, outre les syst~mes de dimension 1, les 
syst~mes de Burau. 
Pour dEmontrer ceci, il suffit de calculer la rigiditE des repr6sentations parti- 
culi~res et sporadiques, uivant la terminologie de [Ma01a]. Les representations 
<< particuli~res >>, pour n = 4, ne sont pas irrEductibles pour l"action de Pn. I1 reste 
donc h 6tudier les syst~mes KZ dits << sporadiques >> pour n >__ 5, que l'on note ici 
Vn. Les seules propriEtEs de Vn, dEcrites dans [Ma01a], que nous utiliserons, sont 
les suivantes. 
,h, tout syst~me KZ sur C, ~ on peut associer un syst~me KZ sur C, , dit sys- 
tbme restreint ~t n-1 C, , en ne consid6rant les t~j que pour 1 < i, j < n - 1. La 
restriction de V,~ h n-1 C, , notEe K,~-I, est encore irr6ductible. La restriction de K~ 
C, ~-1 est somme de trois syst6mes irrEductibles, Kn-1, W,~-I et Sn-1, off l'on a 
note Snun systbme KZ unidimensionel et Wn le syst~me de Burau correspondant 
la partition In - 1, 1]. Enfin, le syst~me Kn, dffini pour n > 3, v6rifie dim/(3 = 
3, et t12 admet pour K,~ exactement trois valeurs propres di tinctes. On va dEduire 
de ces donnEes l'index de rigiditE de Vn. 
Tout d'abord, comme dim V,~ = dim K~-I et dim Kn = n + dim K~-I, 
dim/(3 = 3, on a 
dim K,~ - n(n - 1) dimV~ = (n - 1)(n - 2) 
2 ' 2 
On d6duit encore des r~gles de restriction que t12 est semi-simple, et que ses va- 
leurs propres interviennent dans K~ et V~ avec multiplicitEs ( (,~-1~,~-2), n - 2, 1) 
et ((n-2)(n-3), n - 3, 1) respectivement. Ainsi, pour Vn, 
codimZ(tle) = n 3 - 7n 2 + 18n - 18. 
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I1 reste h 6tudier t = tin + t2n +.  • • + tn-l,n dans Vn. Comme t commute ~ chacun 
des t~j pour 1 _< i, j < n - 1, et que le syst~me restreint est irr6ductible, test  un 
scalaire d'apr~s le lemme de Schur, donc codimZ(t) = 0. On en d6duit 
n -1  
rig(V~) = 2 (4 -n ) (n  2 - 5n + 8) < 0 
car n >_ 5, et Vn n'est pas rigide, ce qui conclut cette deuxi~me caract6risation. 
Parmi les nombreux systhmes KZ construits jusqu' alors, nous ne connaissons au- 
cun autre systhme KZ rigide, ce qui nous amine ~ conjecturer plus g6n6ralement 
Conjecture. Les seuls syst~mes KZ symdtriques rigides de dimension au moins 2 
sont les systdmes de Burau. 
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